
T eoría de la representació conforme 

2 . FUNCIONS ANALÍTIQUES. EQUACIONS 

CARACTERÍSTIQUES 

2I 

Recordem breument les nocions més elementals de la 
teoría. 

La variable complexa w=u+iv, és anomenada /unció 
de la variable z=x + iy si a cada valor de z pres en cert 
recinte G del pla z, correspón un o diversos valors de w. 
Per tant, si es w = f (z), és 

U=q>(X, y), v= ~ (x, y); 

i recíprocament, tota combinació de dues funcions qualse­
vulga cp (x, y)+i~(x, y) és una funció de z. Es podría 
-desenrotllar una t eoría general de funcions des de aquest 
ampli punt de vista; pero no tindría un interes especial per 
equivaler a la teoría de les funcions de dues variables 
reials. 

/ (z) és anomenada monogena o derivable en el punt z
0

• 

si ';;: té un límit únic quan !&01 ~ o independent de 

l'argument de '1z
0

• S'anomena analítica en un rec-inte G, 
si és finita i monogena en tots els seus punts. Analítica 
en un pimt z0 , quan ho és en un cert entorn (*) d'aquest 
punt (**). 

Condició necessaria i suficient perque w sigui analítica 
en el recinte G, és que i, i v satisfacin en tot punt d'aquest 
recinte les equacions de Cauchy y Riemann: 

(*) Entom d'un punt és el sistema de punts situats en una a rea que té 
aquell punt interior. Generalment e!l lo que segueix se pendra per tal area, la 
de un cercle de radi convenient. 

(**) No basta que sigui monogena en el punt z, . Aixi, per exemplc, la 
funció ,v = xy+iy2 és monogena en el punt z=o, peró no hi és analítica. 
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Aleshores té el símbol: 

, , df(z) 
1
. Áw 

w =/ (z)=---;¡;-= 1m Áz, 

un significat únic en cada punt, i per tant subsisteixen 
les mateixes regles de derivació de les funcions reals (fun­
ció de funció, funció composta, suma, diferencia, producte 
i quocient, etc.). 

3. REPRESENTACIÓ CONFORME EN PETIT 

Per ésser / (z) continua i uniforme en un cert entorn 
del punt z0, a tota curva e que passa per z0 correspón una 
curva e' que passa per w0 ; de la definició de derivada re­
sulta suposant /'(z0 ) ::¡= o, : 

lim arg Áw0= lim arg Áz0 + arg f'(z0) 

és a dir: si la tangent a la curva e en z0 forma l'angle o:. 
amb el semieix + x, la curva homóloga e' admet tangent 
en el punt w0, y forma l'angle 

ot' =ot + arg /' (zo) ; 

els dos feixos de tangents homologues en z0 i w0 són, 
dones, iguals i acordes; l'angle de gir és precisament 
ar g /'(z0). 

Per tant, si z0 z, z
2 

i w0 w, w. són dos ternes de punts 
homólegs, ambdós triangles són sensiblement semblants 
si se'ls pren suficienment petits. D'aquí ve el nom de re­
presentació conforme. 

Qualsevol que sigui /'(z0 ) és 

l • lb.wol _ l/'( )1 
1m ~- z0 

anomenarem aquest número l/'(z0 )I que és el límit de la 
raó dels segments homólegs, dilatació en el punt z0• 



Teoria de la representació conforme 23 

Ara es planteja aquesta qüestió: els punts homólegs 
del recinte G, en el qual esta definida la funció analítica 
/(z), ¿omplen sisquera un entorn del punt w0 o tal vegada 
hi ha punts t an próxims com se vulgui a w0 que no tenen 
corresponent en el pla z? Aquesta qüestió essencial resol 
el següent 

T EOREMA D'INVERSIÓ . Si f(z) és analítica en el punt z0 

(aixó és, analítica en un cert entorn oc de z0) i a més 
f'(z0 )=l=o, es pot trabar un entorn W del punt w0 , de modo 
que ¡w - w

0
¡ < k, i tal que a cada un dels seus punts co­

rrespongui un valor en oc. La junció z=F (w) així obtinguda 
en el recinte ~' és analítica en ell i satis/a a: 

F' (w)= f'~z) 

En efecte: pel teorema d'existencia de les funcions im­
plícites (*), les equacions 

U=CJ)(x,y) v=q,(x,y) 

defineixen en un cert entorn ~, del punt (u0 , v0) dues fun­
cions de (x, y), uniformes, continues i diferenciables per 
ser son jacobia en dit punt: 

él1t 

él(u,v) élx 
él(x ,y)= élv 

élx 

La funció z=F(w) així definida en~' és analítica, ja 
que 

1. f:u lº I 1 
1m - = 1m-=-

b..w l:l.w f'(z) 
b..z 

(*) La seva demostració es pot veure, per exemple (amb aplicació a 
aquest cas especial) en nostre Resumm de las lecciones de A11álisis matemático 
2 . 0 curso, Victoriano Suárez, Madrid, rgr6. 
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i per tant transforma l'entorn ~, en un cert recinte ~ in­
terior a a. 

Resulta, dones, que tota funció analítica f(z) que com­
pleix la condició f'( z

0
)==!=0, transforma biunh·ocamen t icon­

formement un cert entorn de z0 en altre entorn de w0 • 

L'amplitut d'aquests entorns no es pot determinar a 
priori. 

4. L A INTEGRAL DE CAUCHY I LES SEVES APLICACIONS 

Recordem fmalment el teorema de Cauchy, conseqüen­
cia immediata de la transformació de les integrals de área 
en integrals de contorn: 

Si f(z) és analítica en un recinte G, inclús en son con­
torn e, és: 

fci(z)dz=O 

Amb aquest teorema es pot construir la major part de 
la Teoría de funcions analítiques. Deduirem en forma sis­
tema.tica els resultats que hem d'utilitzar en aquestes con­
ferencies . 

I. Si f(z) és continua en el recinte G inclús el seu con­
torn C, i és analítica en t'interior de G, el seH valor en cada 
punt interior és expressat per la integral de contorn presa 
en sentit positiu: 

f(z)=~ rt (t)dt 
21ti Je t-z 

[IJ 

L'únic punt en que la funció integrant no és analí­
tica, és el t=z; trac;ant un entorn e de radi r, en el recinte 
anul-lar Ce la funció és analítica, i per tant: 

l f(t) dt _ [ f(t)dt =O 

t-z t-z ._ e 
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Per als punts de la circumferencia c podem posar: 

/(t)=/{z) +o; 

la igualtat es transforma així: 

( f(t)dt =f(z) ( _!:!_ + J odt 
J e t-z J e t- z ,t-z 
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El primer sumand val 21ti/(z); per ésser f funció conti­
nua en el punt z, la diferencia /(t) - /(z)=o pot ésser tan 
petita com se vulgui prenent r suficientment petita, i com 
que el primer membre és independent de r t é d'ésser nula 
aquesta 2.ª integral. 

II. Si f (z) és analítica en G té derivades de tots els 
ordres, que també són a1ialítiques en G. 

Puix derivant [I] sota el signe integral, resulta: 

i en general: 

f' (z)= 2... r f(t)dt , 
21ti J e (t-z)2 

f"(z)= Jn. ( f(t)dt 
2m Je (t-z)"+' 

III. Es sabut que tot conjunt de números té un ex­
trem superior M i un extrem inferior 1n; i que tota funció 
f(x, y) continua en un recinte contornejat (i per t ant finita) 
assoleix al menys en un punt son valormaxim Mi en altre 
son valor mínim m (*). 

El módul J/(z)j d'una funció analítica en un recinte con­
tornejat G és funció continua de (x, y); hi ha, dones, al 
menys dos punts z0 , z, dins de G o en el contorn, t als que 
j/(z0 )j=M, j/(z0)j=m. Per ésser analítica la funció es verifica: 

Si s' exceptúa el cas en qite f(z) sigui itna constant, tot 
punt z0 en qite jf(z)I assoleix son valor maxim M és situat 
necessariatnent en el contorn. 

(*) Vegi's, per exemple, la nostra obra abans esmentada (pag. 227). 
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Puix si en un punt interior és lf(z0 )I =M, i la funció no 
és constant, prenent un entorn seu de radi r, en un punt 
al menys d'aquesta circumferencia e (i per tant en un are) 
sera j/(z)l<M, i essent 

/(zo) = ~ r f (t)dt ' 
zm Je t-z0 

J/(zo)l < 2.. r 1t(t)JJdtJ < 2..M r JdtJ=M, 
27t J e lt-z0 I 21t r Je 

contra la hipótesi l/(z0 )i=M. 
IV. Si els valors de /(z) en el contorn d'una circum­

ferencia són <K, es dedueix també per a /'(z
0

) una altra 
Jimitació: 

Jf'(zo)J = 2..J 1/(t)J Jdt l <~J JdtJ= K < 27t, r 2 Z1tr2 r 

D'on resulta aquest important teorema de Liouville: 
Si itna /unció és analítica en tot el pla i s' hi conserva 

finita o sigui: lf(z)I <K, és f(z)=constant . 
Puix essent en qualsevol punt z

0 
del pla 

\f'(zo) J < K • r 

i verificant-se aixó per a tot valor de z per gran que sigui, 
té d'ésser /'(z0 )=0. 

5. D ESENROTLLAMENT EN SERIE 

I. Si f(z) és analítica en el recinte G i a és un punt 
interior, en tal punt interior de G es verifica: 

f(z)=f(a) + (z-a)f(a) + (z-a)J;~a) + .... + 

/"-•(a) + (z-a)n - , _ _ + (z-a)" · Pn(Z) ¡n I 
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essent P
0
(z) una /unció analítica que es pot expressar en la 

forma 

p (z) _ -2._f f(t)dt 
" - 2itÍ e (t- a)" (t-z) 

essent e qualsevol circu1nferencia interior a G i de centre a. 
Tenim la identit at: 

r r z-a (z - a)"-' (z-a)" - = -+--+ .... +---+ 
t-z t- a (t-a)• (t-a)" (t-a)" (t-z) 

multiplicant per /(t)_ i integrant al llarg de c resulta: 
271:i 

-2.__J f(t) dt= ~ f f(t) dt+z-~ r f(t)dt + .... + 
2-:ti t-z zm t - a 21ri (t-a)• 

e t • e 

+ (z-a)"-' r f(t)dt + (z -a)" r /'(t) dt 
21ri J .(t- a)" 2itÍ Je (t-a)" (t-z) 

fórmula que demostra el teorema, si es tenen en compte 
els resultats del § 4. 

II. Per a tot punt z interior a e es verifica, essent r 
el radi de c, 

per altra part, anomenant d la distancia de z a la circum­
ferencia c és lt - zl>d ; anomenant, dones, M el maxim 
de lt(t) ¡, 

IR (z)l=lz- al" r if(t)ildtl = ~l"l ldtl = Mrl" 
" < 2 7t J. it- aj"it-zj < 2;cd e d 

com que r-➔ o al créixer n indefinidament, resulta : 
T ota {unció f(z) analítica en un recinte G es pot dcs­

enrotllar en tot punt interior a en serie de potencies: 

f(z)=f(a)+(z-a)f'(a)+(z-a)2 f'\t + . ... 
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que convergeix i coincideix ambla junció en tot punt inte­
rior de qualsevol cercle de centre a que estigui contingitt 
dins del recinte. 

6. TEOREMA DE WEIERSTRASS 

Es diu que una successió de funcions 

f,(z), f ,(z) .. . . f,,(z), .. . . 

convergeix unifonnement cap a una funció j(z) en un re­
cinte G, si a cada número positiu ia es pot fer correspondrc 
un valor n = v, tal que 

l/,,(z) - /(z)l<a pera n=v, v+r, v+z, .... 

verificantse aixó en tots els punts z de G, sense modifi­
car v. 

La successió d'integrals d'aquestes funcions al llarg de 
una curva tancada c continguda en G té per Iímitf j(t)dt. 
En efecte: no més cal observar que fent variar z sobre c 
és fu(t) func i? complexa d'una variable real única (per 
exemple, la longitut de l 'arc) i descomposta en ses parts 
real i imaginaria, es pot aplicar el teorema de les funcions 
reals (* ). 

Amb aquestes breus nocions podem demostrar el se­
güent teorema fonamental de Weierstrass: 

Si la successió de juncions analítiques 

/,(z), f,(z), / 3(z) , . . .. 

convergeix unijormement en tot recinte parcial g d'un re­
cinte G cap a una junció f(z), aquesta és analítica en G. 

Sigui z un punt interior de G i prenem un recinte g 
de contorn c (per exemple un cercle) que contingui z en 

(*) Aquest es pot veure en la nostra obra esmentada, (pag. 180). 
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son interior. La successió 

/" (t) 
t-z ( n=I , 2, 3, • • • •) 

convergeix també uniformement en la curva e cap a la 

funció / (t) , ja que 
t-z 

i/n(e¡_=;(t)I< iltn(t) - /(t) I 

anomenant d la distancia de z a e; i per la convergencia 
uniforme de /,.(z) en tot el g, aquesta fracció será <a des 
d'un valor de n independent de t. Per consegüent: 

lim 2-: r f,.(t) dt = ·_!_·J f (t) dt 
n = ce 21ti Je t-z zm e t-z 

i pel t eorema de Ca uchy: 

hm /,,(z) = -. - dt • I f /(t) 
n-----3,> ce 2 1ti ., et- z 

per t ant el límit de /,.(z) a causa d'ésser expressat per 
aquesta integral, és una funció analítica de z, í com que 
per hipótesi aques límit és /(z), aquesta funció és analí­
tica en tot punt interior a G. 
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